Ejercicio 1A del Modelo 2 (Ordinario Reserva) de 2021 (Andlisis)

ax + .
— six<0
Sea la funcion derivable f: R — R definida por f(xX) = § x-1 (In denota la funcion logaritmo nepe-

In(1+x) six>0
riano).
a) Determina a 'y b. (1'5 puntos)
b) Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la gréafica de f en el punto de abscisa x = 2.
(1 punto)

Solucion
ax+b six<0
Sea la funcion derivable f: R — R definida por f(xX) = § x-1 " (In denota la funcion logaritmo nepe-
In(1+x) six>0
riano).
a)

Determinaay b.
Como la funcioén es derivable en R, es continua en R; en particular en continua y derivable en x = 0.
Como f(x) es continua en x = 0 tenemos f(0) = Iir701 f(x) = Iiry f(x)

X -0- X -0+

ax +1b =b/-1=-b. fim f(x) = lim In(1 +x) = In(1) = 0.

1) = Jip 09.= Jp &

De f(0) = Iirrol_f(x) = Iirgl f(x) , tenemos -b = 0, de donde b = 0.

Como f(x) es derivable en x = 0 tenemos f'(0-) = Iino1 f'(x)=f'(0+) = Iiry f'(x) , veremos la continuidad de la

derivada.
X o —a-(x-l)l-zax-l six<0 -12 six<0
- < , X - X -
= {x-1 D= *D = &)
In(1+x) six>0 six>0 six>0
+ X 1+x

. . -a . . 1
f'0-)= Imf'X) = lim———==-a/l=-a. f'(0+)=Ilimf(x)= lim—— =1/1=1.
( ) xlfrol» (X) xtr‘[)]—(x_l)z a a ( ) XLT+ (X) XIJE]*’J."‘X

De f'(0-) = Iing_f 'X) =f'(0+) = Iirp f'(x), tenemos -a = 1, de donde a = -1.

b)
Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la grafica de f en el punto de abscisa x = 2.

1 .
-X . > Six<0
—— s8ix<0 vor _ | (x-1)
Tenemos f(X) = {x-1 , ') = donde f(2) = In(3) y f*(2) = 1/3.
In(1+x) six>0 —— six>0
1+x

Larectatangenteenx =2 es'y-f(2) =f‘(2)(x - 2)", es deciry - In(3) = (1/3)-(x - 2).
Larectanormalenx=2es “y-f(2)=[-1/f‘(2)]-(x - 2)", es deciry - In(3) =-3:(x - 2). .

Ejercicio 2A del Modelo 2 (Ordinario Reserva) de 2021 (Andlisis)

Halla a, b y ¢ sabiendo que la funcion f: R - R dada por f(x) = a + b-sen(x) + c-sen(2x) tiene un punto cri-
tico en el punto de abscisa x = Tty larectay = -x/2 + 3 es normal a la gréafica de f en el punto de abscisa x=0.
Solucion
La funcién f(x) = a + b-sen(x) + c-sen(2x) tiene un punto critico en x = 1, luego f ‘(™) = 0.

La recta normal a su gréafica en el punto de abscisax =0esy =-x/2 + 3.

Tenemos f(x) = a + b-sen(x) + c-sen(2x) y f ‘(X) =b-cos(x) + 2c-cos(2x)
Def'(m) =0 - f ‘(1) = b-cos(m) + 2c-cos(2m) =0 - -b +2c =0.

La recta normal en x = 0 es “y - f(0) = [-1/f /(0)]- (x - 0)". Tenemos f(0) = a + b-sen(0) + c-sen(0) =a y



f*(0) = b-cos(0) + 2c-cos(0) = b + 2c.

Larecta normalenx=0esy-a=[-1/(b + 2c)]-(x - 0) es decir y = -x/(b + 2¢) + a = -x/2 + 3. Igualando
miembro a miembro tenemos a=3yb + 2¢c = 2.

-b+2c=0
Resolviendo {b +96=2 tenemos 4¢c =2, dedondec =1/2,yb=2-2(1/2) = 1.

Los valores pedidossona=3,b=1yc=1/2.

Ejercicio 3A del Modelo 2 (Ordinario Reserva) de 2021 (Andlisis)
Considera la funcion f : (0, +0) - R definida por f(x) = (In(x))? ( In denota la funcién logaritmo neperiano).
a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f, asi como sus extremos relativos (absci-
sas donde se obtienen y valores que se alcanzan). (1 punto)
b) Calcula el &rea de la region limitada por la gréfica de la funcion fy las rectasy =0, x =1, x = e.
(2’5 puntos)

Solucion

Considera la funcion f : (0, +0) - R definida por f(x) = (In(x))? ( In denota la funcién logaritmo neperiano).
a)
Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f, asi como sus extremos relativos (abscisas
donde se obtienen y valores que se alcanzan).

Estudiamos su monotonia, estudio de la 12 derivada f ‘().

Tenemos f(x) = (In(x))?, y su derivada es f ‘(x) = 2-(In(x))- (1/x).
Recordamos que los extremos anulan la primera derivada.

De f‘(x) = 0, tenemos 2:In(x) = 0 - In(x) = 0 de donde x = €% = 1, que sera el posible extremo.

Como f /(0'5) = 2-(In(0’5))- (1/0’5) = 4:In(0’5) 0-2'77 < 0, luego f(x) es estrictamente decreciente (\.) en el
intervalo (0O, 1).

Como f*(2) = 2:(In(2))-(1/2) = In(2) D 0’69 > 0, luego f(x) es estrictamente creciente (/‘) en (1, +o0).

Por definicion en x = 1 hay un minimo relativo que vale f(1) = (In(1) )?=0.

b)
Calcula el &rea de la region limitada por la grafica de la funcion fy lasrectasy=0,x=1,x =e.

Calculamos primero la integral indefinida.

2 2-In(x)dx
=(I du=—""2"2"7=
|=j (In(X))2dx= u=(nGoy” = du X = (IN(X))?-x - j X

2:In(x)dx
dv=dx = V:IdX =X X

= x-(IN(X)Y - Z-Iln(x)dx = x-(IN(X)Y - 2-1

usln(x) = du:d—X d
I1=.[In(x)dx= X b=In(x)-x - jx% = x-In(x) j dx = x-In(X) - X.

dv=dx = V:IdX:X

Luego | = I(In(x))zdx =x-(IN(X))* - 2:} =x-(INEK))* - 2-(x-In(x) - X) + K = x-(In(x))2 — 2x:In(x) + 2x + K
Como f(1) =0y en (1, +») tenemos que f(x) es estrictamente creciente.
Area = J'le(ln(x))zdx = [x-(ln(x))2 - 2x-In(x) + 2x]: = (e-(In(e))? - 2e:In(e) + 2e) - (0 -0+ 2) u?=

= (e - 2) u? 00'718928 u2.

Ejercicio 4A del Modelo 2 (Ordinario Reserva) de 2021 (Andlisis)
1

1++/e*

Calcula J': dx. (Sugerencia: efectla el cambio de variable t = \/67)

Solucion
Calculamos primero la integral indefinida:



X — 4. A X —42. — 2
= 1 - Jer=ter=t x = In(t') _ ¢ 1 2.dt_[integral . 2dt _ (Adt Bt _
1+Je* x = 2In(t); dx = ZTdt 1+t t racional] 7t (t+1) t L

= A-Injt] + BIn|t+1] + K = A-In/€ ) + B-h(ve* +1) + K = A-In(€* )} + B-In(/e" +1) + K =
= %-x+ B-In/e* +1) + K ={+++ :;X' 2-Ing/ € +1) + K = x - 2-In(Ye* +1) + K

{+++} Calculamos Ay B

2 _A + B :A(t+1)+ B-t
t-(t+1) t t+l t(t+1)
Igualando numeradores:

2 = A-(t+1) + B-t. Sustituimos “t” por el valor de las raices del denominador.
Parat=0, 2=A(1) - A=2.
Parat=-1, 2=B(-1) - B=-2.

— rdx—[x 2.In(e* +1)} = (2-2-IN(V(e?) + 1)) - (0 - 2-In(V(€%) + 1)) =

=2-2:n(e + 1) + 2:In(2).

Luego j

Ejercicio 5B del Modelo 2 (Ordinario Reserva) de 2021 (Algebr'a)
X+y+2z=0
Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales {3x-y-2z=0
X+2y+mz=0
a) Calcula m para que el sistema tenga infinitas soluciones y héllalas. (1'5 puntos)
b) Para m = 2, ¢ existe alguna solucién tal que z = 1? En caso afirmativo, calcllala. En caso negativo, justi-
fica la respuesta. (1 punto)
Solucion
X+y+2z=0
Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales {3x-y-2z=0
-X+2y+mz=0
a)
Calcula m para que el sistema tenga infinitas soluciones y hallalas.

Como el sistema es homogéneo tiene infinitas soluciones si el determinante de la matriz de los coeficientes
es cero.

11 2 1 1 20
Sean A=|3 -1 -2| y A*=|3 -1 -2 0] lamatriz de los coeficientes y la matriz ampliada.
-1 2 m -1 2 mO

Calculamos el determinante de la matriz de los coeficientes para ver para que valores de m hace cero dicho
determinante.

1 1 2 1 1 2|Adjuntos
|Al=|13 -1 -2|F,+F =4 0 O|segunda= -(4)-(m-4)
-1 2 m -1 2 mf fila

Si |[A] =0, tenemos -(4)-(m - 4) =0, de donde m =4.

Sim =4, rango (A) =rango(A ") =2 < n°de incégnitas, y por el Teorema de Rouché el sistema es compa-
tible e indeterminado y tiene mas de una solucién ( infinitas) .
Como el rango es dos, con dos ecuaciones es suficiente, la primera y la segunda:

X+y+2z=0 X+y+2z=0

Tenemos ,dedonde x=0ytomandoz=b OR,y=-2b,ylas infi-
3x-y-Zz:O(E2+E1) 4x =0’

nitas soluciones del sistema son: (x,y,z) =(0,- 2b,b)conb OR.

Piden una solucion con x = 0, lo cual es imposible pues “x” vale siempre 2/5.

Como el rango es dos, con dos ecuaciones es suficiente, la primera y la tercera:



2y-z=1 e . .
Tenemos { y o5’ tomandoy=b 0OR, z=-1+ 2b, y las infinitas soluciones del sistema son:
X =
(xX,y,2)=(2/5,b,-1 +2b)conb OR.

b)
Para m = 2, ¢ existe alguna solucién tal que z = 1? En caso afirmativo, calculala. En caso negativo, justifica
la respuesta.

Sim=2, |Al= -(4)-(2-4)=8#0yrango (A) =rango(A ") =3 =n°de incognitas, y por el Teorema de
Rouche el sistema es compatible y determinado y tiene una Unica solucién, la trivial (x, y, z) = (0, 0, 0)
con lo cual no existe ninguna solucién con z = 1.

Ejercicio 6B del Modelo 2 (Ordinario Reserva) de 2021 (Algebm)
a b c
Considera la matriz A=|d e f |, con determinante igual a 2.
1 2 3
a) Calcula razonadamente el determinante |§A'1A‘| . (0’5 puntos)

6c 2b 2a 2a-:2b ¢ b
b) Calcula razonadamente los determinantes |3f e d|vy |2d-2e f e|. (2 puntos)
9 2 1 2 32

Solucion

N ®© T

a c
Considera la matriz A=| d f |, con determinante igual a 2.
1 3

(@)
Calcula razonadamente el determinante |§A'1A‘| .
|§A’1At| = {i} = (1/3)3- |ATAY = {v} = (1/3)3-|AL|- |AY| = {ii y vi} = (1/3)3- (L/|A])-|A| = (1/3)* = 1/27.

(b)
6c 2b 2a 2a-2b ¢ b

Calcula razonadamente los determinantes |3f e d|y |2d-2e f ¢|. (2 puntos)

9 2 1 2 3 2
6c 2b 2a 2c 2b 2a c b a a b c
Tenemos [3f e d|=(ii)=3|f e d|=(i)=3-2{f e =-6:d e f|=-6-2=-12
9 2 1 3 2 1 321 321
2a-:2b ¢ b 2a ¢ b acb a b c
2d-2e f elC+2C,={iv}=[2d f e|={ii} =2|d f e={vij=-2|d e f|=-2.2=-4
2 3 2 2 3 2 13 2 123

Propiedades usadas:

(i) Sabemos que det(k-An) = (k)"-det(An).

(i) Sabemos que det(A) = det(AY).

(iii) Si una fila (columna) de un determinante esta multiplicada por un nimero, dicho niimero sale fuera multi-
plicando a todo el determinante.

(iv) Si una fila (columna) de un determinante se le suma otra fila (columna) multiplicada por cualquier nd-
mero, el determinante no varia.

(v) Si Ay B son matrices cuadradas del mismo orden entonces det(A-B) = det(A)-det(B).

(vi) det(A1) = 1/det(A).

(vii) Si intercambiamos dos filas (columnas) de un determinante, el determinante cambia de signo.

Ejercicio 7B del Modelo 2 (Ordinario Reserva) de 2021 (Geometria)

. - X-y+z=2 .
Considera las rectas r E% = y*+2 = z-1 y s= {3 y 4 Sabiendo que dos de los lados de un cua-
X-y-z2=-

2 1
drado estan en las rectas r y s, calcula su area.



Solucion
Der =X = y*+2 = le un punto es A(0, -2, 1) y un vector director u = (1, 2, 1).
De s= = =Xy vz=2
3x-y-z=-4(E,+E;) |[4x-2y =-2 [2x-y =-1
la13 (b)-(1+2b)+z=2 - z=3 + b, su ecuacién vectoriales s =(x, y, z) = (b, 1 + 2b, 3 + b), con lo cual
un punto es B(0, 1, 3) y un vector director v = (1, 2, 1).

X-y+z=2 _

,tomandox=b 0OR,y=1+ 2byentrando en

El lado del cuadrado es n = d(r, s) = d(A, r) = [|AM||, y su area es n2,

oA
n=dA,s)
g Y

Calculamos la proyeccién ortogonal del punto A sobre la recta “s”, para lo cual tomamos el punto genérico M
de larecta “s”, formamos el vector AM, y le imponemos la condicién de perpendicularidad a dos vectores,
uno el AM y otro el director v de la recta “s”. Obtenemos el punto M, y la distancia del punto A a la recta “s”
serd el modulo del vector AM. A(0, -2, 1)

Punto genérico de la recta “s”, M(b, 1 + 2b, 3 + b), formamos el vector AM = (b, 3 + 2b, 2 + b), le imponemos
la condicién de que sea perpendicular a la recta “s” es decir a su vector de direccion v = (1, 2, 1), por tanto
AMev =0 - (b,3+2b,2+Db)e(1,2,1)=0=b+6+2b+2+b=0,dedonde 4b=-8,esdecirb=-2yM
es M((-2), 1 + 2(-2), 3 + (-2)) = M(-2, -3, 1); y el vector AM es AM = ((-2), 3 + 2(-2), 2 + (-2)) = (-2, -1, 0)

La distancia pedidaes n = [|AM]|| = V(22+12+02) ul=+v(3) u'y el area del cuadrado esn 2=3 u?

Ejercicio 8B del Modelo 2 (Ordinario Reserva) de 2021 (Geometria)

x=1+A +2723
. X - Z=
Consideralasrectas r=<y=1+A yr E{ y .
X+z=2
z=2+mAi

a) Estudia la posicion relativa de r y s segun los valores de m. (1'5 puntos)
b) Para m = 1, calcula el coseno del angulo que forman las rectas r y s. (1 punto)

Solucion
x=1+A] v27=3
X - z=
Consideralasrectas r={y=1+ A ysz{ y .
X+z=2
z=2+mA

a)
Estudia la posicion relativa de r y s segun los valores de m.

De r un punto es A(1, 1, 2) y un vector director es u = (1, 1, m).

i ] k|Adjuntos
En s tomando z =0, sale x =2 e y=-1y un punto es B(2, -1, 0) y un vector director v= |1 -1 2| primera =
1 0 1 fila

=i(-1-0) - j(1-2) + k(0+1) = (-1, 1, 1).
Como los vectoresu = (1, 1, m) y v = (-1, 1, 1) no son proporcionales, las rectas ry s no son paralelas y
tenemos que estudiar el determinante det(AB, u, v). Si es cero se cortan y si es distinto de cero se cruzan

1 -2 -2lF+F, |0 -1 -1 |Adjuntos
Como AB = (1, -2, -2), resulta det(AB, u,v) = |1 1 m|F,+F, =0 2 m+] primera =

1101 -1 1 1 |columna
=+(-1)-(m-1+2)=m- 1.

Sim=1, det(AB, u,v)=0ylasrectas r y s se cortan.



Sim #1, det(AB, u,v)#0y lasrectas r y s se cruzan.

tF)’)ara m = 1, calcula el coseno del &ngulo que forman las rectas r y s. (1 punto)
Param=1tenemosu=(1,1,1) y v=(1,1,1)

Sabemos que el angulo que forman dos rectas es el menor de los angulos que forman sus vectores de direc-

cién con un origen comun, es decir cos(<r, s>) = |cos(<u, v>)|, para lo cual tomamos el valor absoluto del
€0seno y nos aseguramos de que el éngulo es el menor y no supera lo 90° sexagesimales.

Ja ] || EIMI EEY] Eﬂv || ]
u=(1,1,1) yv=(1,1,1)

Usv=-1+1+1=1; [Ju]|=V(12+ 12+ 12 =V(@3); ||v|]l=V(12+12+12)=V(3)

cos(a) = cos(<r, s>) = [cos(<u, v>)| =

de donde a = arco s[

Luego el coseno pedido es: cos( a) = cos(r, s) = cos(<u, v>)|

= % 000’333333.

:| Usv | _ 1
el dvl] - Va3



